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REMARQUE
11 résulte de cette proposition que E([a, b]) est un espace vectoriel sur R et que ’applica-

tion I(f) = / f(x)dx de £([a, b]) a valeurs dans R est une forme linéaire, compatible

a
avec la structure d’ordre partiel < sur £([a, b]).

2 Fonction intégrable au sens de Riemann

On va étendre la notion d’intégrale a des fonctions f : [a, b] — R plus générales que
les fonctions en escaliers.

DEFINITION (FONCTION INTEGRABLE AU SENS DE RIEMANN (OU RIEMANN-INTEGRABLE))
Une fonction f : [a, b] — R est dite intégrable au sens de Riemann (ou Riemann-
intégrable) sur [a, D] si, pour tout € > 0, il existe des fonctions en escaliers u¢ et ve €
E([a, b]) telles que :

@) ue < f <wve.

(ii) / —ue)(x)dx <e.

On notera R([a, b]) I'ensemble des fonctions Riemann-intégrables sur [a, b].

REMARQUE
Il résulte de cette définition que :

1) Toute fonction en escalier sur [a, b] est Riemann-intégrable sur [a, b], i.e

E(la, b]) C R([a, 1)).

En effet, si f € £([a, b]), il suffit pour tout € > 0 de prendre f = ue = v

2) @Sl [a, b] — R est Riemann-intégrable, alors f est bornée sur [a, D], puisque f
est majorée et minorée sur [a, b] par une fonction en escalier sur [a, ], et que toute
fonction en escalier sur [a, D] est évidemment bornée sur [a, b].

2.0.1 Exemple et contre-exemple

EXEMPLE. Soita > 0 et soit la fonction f : [0, 1] — R définie par f(x) = ax.
Soit € > 0, on prend n € IN* tel que 0 < 7 < € et la subdivision réguliere d’ordre n

1 ,
de[O,1],an:{0<;<...<%<...<1}.

On considere les fonctions en escalier u et v sur [0, 1] définies par :
pour touti € {0,1,...,n—1},

ai
ue‘[z z+1[—;, Ue| i [:

n’n ﬁ

etue(l) =ve(1) = a.

Par construction, ona ue < f < ve et

Ainsi f est Riemann-intégrable sur [0, 1].
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L’exemple suivant traite le cas d"une fonction bornée qui nest pas Riemann-intégrable.
EXEMPLE (FONCTION DE DIRICHLET). Soit la fonction f : [0, 1] — R définie par

flx) =

1 si x est rationnel
0 si x est irrationnel

Si v est une fonction en escalier qui majore f, et si o = {x0, X1, ..., Xy} est une
subdivision adaptée & v, on a v(x) = ¢; sur l'intervalle |x;, x;11[, et f(x) <c;.
Par densité, il existe au moins un point x rationnel dans l'intervalle |x;, x;.1[ et donc
1< Ci.
1
Ainsi v > 1, sauf peut-étre en un nombre fini de points. D’ol1 / v(x)dx > 1.
0

D’autre part, si u est une fonction en escalier qui minore f, etsic’ = {x{, x, ..., x,,}
est une subdivision adaptée a u, on a u(x) = c; sur I'intervalle |x}, xj, [, etc; < f(x).
Par densité, il existe au moins un point x irrationnel dans l'intervalle |x;, x;_ [ et donc
¢; <0.

1
Ainsi u < 0, sauf peut-étre en un nombre fini de points. D’out / u(x)dx <0.
0

Par suite /01 v(x)dx — /01 u(x)dx > 1.

On en déduit que pour 0 < € < 1, il n’existe pas de fonctions en escalier u, et ve
vérifiant le (i) et (ii) de la définition 2.1, puisqu’alors /01 ve(x)dx — /01 ue(x)dx >1 > e.
La fonction f n’est donc pas Riemann-intégrable.

REMARQUE
La fonction de Dirichlet est la fonction indicatrice de Q N [0, 1], oit la fonction indicatrice
d’un sous-ensemble A est la fonction 1 4 definie par

Ta(x) =

lsixe A
Osix € A

Exercice Les fonctions f suivantes sont-elles intégrables au sens de Riemann?
1) f:[0,2] = R définie par f(t) = |t] oit le symbole |t| désigne la partie entiere de t.

2) f:[O,l]%Rdéﬁnieparf(t):{ 1L%J Z?iéﬁl,

1

1 .
3) f:10,1] — R définie par f(t) = ?Sm(?) si0<f=1
1

sit=20
) [ 1site[0,1]NQ,
4) f:]0,1] — R définie par f(t) = { 2sit e [0,1\Q.
2.0.2 L’intégrale d’une fonction intégrable au sens de Riemann

Soit maintenant f une fonction bornée sur [a, b], considérons
E_(f):={uec&([a b)) avecu < f} et E4(f) := {v € E([a, b]) avec f < v}.

E_(f) et £+ (f) sont deux sous-ensembles non vides de £([a, b]) puisque f est majorée et
minorée sur [a, b].
Par suite, on obtient deux sous-ensembles non vides de R en posant

A(f) == {/abu(t)dt;u c E_(f)} et B(f) = {/ﬂbv(t)dt;v c €+(f)}.
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De plus, pour tout € A(f) et B € B(f), il existe des fonctions en escaliers sur u € £_(f)
b b

etv e E.(f) telles que : « = / u(t)dtetp = / o(t)dt.
a Ja

Commeona:u <v,onadonca <.
Ainsi A(f) est non vide, majoré, il admet donc une borne supérieure

I (f) = sup A(f) = sup «
a€A(f)

De méme, B(f) est non vide minoré et admet une borne inférieure

L (f) =infB(f) = inf B

et, de ce qui précede, on déduit que : I (f) < I_(f).

Maintenant, si f : [a, b] — R est intégrable au sens de Riemann, on va voir que [_(f) =

L. (f). En effet, soit € > 0, il existe uc et ve € E([a, b]) vérifiant les (i) et (ii) de la
b b

définition 2.1. On a donc : ae = / ue(x)dx € A(f) et Be = / ve(x)dx € B(f) et

a a
Be — ae < €. Comme par ailleurs, ona: ae < I_(f) < I, (f) < Be, on en déduit que
0 < I (f) — I-(f) < e. Cet encadrement étant vrai pour tout nombre € > 0, il en résulte

que L (f) = I(f).

Ceci nous ameéne a la définition suivante :

DEFINITION ( INTEGRALE DE f SUR [a, b))
Soit f : [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable. Le nombre I (f) = I_(f) s’appelle

b
intégrale de f sur le segment [a, b] et se note I(f) = / f(x)dx.
a

REMARQUE b
1) Si f est en escalier sur [a, b], on a immédiatement que I, (f) = [_(f) = / f(x)dx
a
b

(prendre uc = ve = f). Ainsi, cette définition de l'intégrale I(f) = / f(x)dx pour
a

f € R([a, b]) est bien une généralisation de la notion d’intégrale des fonctions en
escaliers sur [a, b].
2) Si f est Riemann-intégrable sur [a, b], il résulte de la définition que siu, v € £([a, b])
b b b
et vérifient u < f < v, alors :/ u(x)dx < / f(x)dx < / v(x)dx.
a a a

On va maintenant donner une version de la définition 2.1 en terme de suite, que
allons utiliser essentiellement pour les démonstrations dans ce va suivre.

PROPOSITION

Soit f : [a,b] — R une fonction. Les condition suivantes sont équivalentes

1) f est Riemann-intégrable

2) 1l existe deux suites ()N €t (v4),en de fonctions en escalier, telles que
i) Pourtoutn € N, u, < f <w,

b b
ii) nLlrJIrloo : vy (x) dx = nng : up(x) dx
b . b ) b
De plus /ﬂ f(x)dx = n1_1>1}r100 : vp(x) dx = n1—1>Too : Uy (x) dx.

Démonstration:
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1) = 2) Il suffit de prendre, pour n € N*, € = 1 dans la définition 2.1 et de poser
Uy = Ue et vy, = ve.
On peut donc trouver deux suites de fonctions en escalier (u#,),enN et (vn)neN telles que

i) Pour toutn € N*, u, < f <w,

b b 1
if) OS/ vy (x) dx—/ up(x) dx < =
a a n

b b

Par passage a la limite lorsque n tend vers +co,onaura lim vy(x)dx = lim U (x) dx
n—+oo Jg n—+oo Jg

b b b
et comme u, < f < v,, on aura/ up(x) dx < / f(x)dx < / vy (x) dx et le théoreme
a a

des gendarmes (ou d’encadremer?t) permet de conclure que
b b b
nl_l)r_{loo : un(x) dx :/ﬂ f(x)dx = n1—1>Too/u vy (x) dx.

b b
2) = 1) Réciproquement, pour € > 0 fixé et puisque lim Uy (x) dx — / Uy (x)dx =
a

n—+oo Jq
0, il existe n; € IN tel que pour n > 1 ona

/ﬂbvn(x) dx — /ﬂbun(x) dx <e.

Alors les fonctions en escalier ue := uy, et ve := uy, vérifient les conditions (i) et (ii) de
la définition 2.1, par suite f est Riemann-intégrable sur [a, b]. n

2.1 Familles de fonctions intégrables au sens de Riemann

2.1.1 Fonctions monotones

2.11 THEOREME
Soit f : [a, b] — R une fonction monotone. Alors f est Riemann-intégrable sur [a, b].

a
< ... < b} est la subdivision

b— .
De plus, si o, = {a < a—i—Ta < ...<a+i

réguliere d’ordre n € IN* de [4, b], ona:

b b—a "=l b—a b—a b—a
t)dt = li j = 1 j .
[ o= i B (a0 ) = m S Y (0

Démonstration: 1l suffit de considérer le cas ou f est croissante. Si f est décroissante, alors
— f est croissante et on se rameéne au cas précédent.
On suppose donc que f : [a, b] — R est croissante et on considere pour n € IN* la

subdivision réguliére 0, = (x; = a + ib%ﬂ)ogign—l de [a,b] :

b—a b—a
Un:{a<a+T<...<a+z <...<b}.

On considere les fonctions en escalier u, et v, sur [a, b] définies par :
pour touti € {0,1,...,n—1},

M”|[xi,x,‘+1[ = f(xi)/ U”'[x,»,xiﬂ[ = f(xi+1)

et uy(b) = va(b) = f(b).
<

Puisque f est croissante, pour x € [x;, x; 1] ona f(x;)
Up.

f(x) < f(xig1), dottu, < f <
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n—1 _gn=l —
Deplus:/ﬂbun(x)dx: ;)(xiﬂ—xi)f(xi) = bTa ;]f(a+ib a),
n—1 _,n—1 _ _ n —
[ ontyix = 1 (5 ) f (1) = b ;ﬂaﬂm)bn S L rglf(”"b %)
b b b n—1
Par ailleurs, n— Un dx = n dx — n dx = i — X i - i =
1 [ @m0 = [Ton()ax— [T (x)ax = L Grvea =) (£ = fx)
L i) = £x)) = T 0~ fa)
Par suite, puisque ngrfm b ; a( f(b) — f(a)) =0, f est Riemann-intégrable sur [a, b]
etona,
b B b—a "=l ,—ailmb—a” -
af(t)dt_ngrfw n lzof<a+l n )_nL+w n lzlf<a+ )

2.13 Exercice Montrer que les fonctions f, g et h définies sur R via f(x) = x, g(x) = x? et
h(x) = e sont intégrables sur tout intervalle [a, b] avec 0 < a < b. En utilisant comme

1 2 x
ci-dessus des subdivisions régulieres, calculer les Intégrales / f(t)dt, / g(t)dt et / h(t)dt
0 1 0
(avec x > 0).
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